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9.Método de integracion por partes.-

Se trata de otro método que permite resolver cierto tipo de integrales. Veamos:

P Sea u(x) una funcion. Para abreviar la expresaremos por u. Su derivada serd u’ y su
diferencial du = u’dx

P Sea v(x) otra funcion. Para abreviar la expresaremos por v. Su derivada serd v’ y su
diferencial dv=v"dx

P Supongamos que deseamos resolver una integral de la forma siguiente:

IZJ.udv:J-uB/'dx

Es decir, la funcion integrando es el producto de la funcion u y la derivada de v.
Dicho de otro modo, se trata de hallar las primitivas de una funcion que es el producto
de una funcién u por la diferencial de otra v.

jPues bien!
Vamos a deducir una formula que nos permitird resolver integrales de este tipo.
Veamos:

O Sea (uv)(x)=u (x)'v(x) la funcion producto de u y v. Para abreviar expresaremos u-v
o Derivemos la funcion producto: (u'v)’= u™v+ wu-v’ (recuerda “derivada de un producto)
@) La diferencial de la funcion producto sera:

duv)y=wv)ydx=v-du+ u-dv=v-u'dc+ u-vidx
o Si consideramos la igualdad d(uv)=v-du+ u-dv eintegramos en ambos miembros:

jd(uDv)ZI(vDu’u+qu) = Isz’u+juBz’v

integral de una suma

O Considerando que la integracion es la operacion reciproca de la derivacion, es decir, “la

integral de la derivada de una funcion es esa funcion”:
[duB)=[@B) dx=uly
@) Considerando las dos igualdades anteriores, podemos poner:

uDv:IvBiu+ IuDz’v

@) Recordemos que el objetivo es calcular la integral [ = I u Ldv , por lo que despejando:

Iu[kinuB/—Iv (Hu

que es la formula del método de integracion por partes, la cual nos permite resolver la

integral / = J.u [dv si antes somos capaces de resolver la integral Iv (du

9.1.0bservaciones.-

Hagamos algunas observaciones importantes que deben considerarse al aplicar este
método de integracion:
1 Este método de integracion se emplea cuando la funcion integrando es el producto de una

funcién (u) por la derivada de otra (v), es decir:

I= I uld' dx
—
integrando

1 En la practica, si empleamos este método, debemos separar el integrando en dos partes.
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el

Una es la funcion u = u(x) y la otra dv = v'(x) dx. Saber elegir adecuadamente quien
hace el papel de u(x) y quien el de v'(x) es el paso mas dificil en muchos casos.

Suele ocurrir que al hacer una eleccion para u(x) y v'(x), la integral, lejos de resolverse,
se complique mas. Esto significa que no hemos hecho la eleccion correcta y debemos
intentarlo con una nueva.

Notese que para resolver al integral [ = Iudv debemos hallar el producto de dos
funciones (uv), lo cual no representa ninguna dificultad y otra integral J vdu .

Esta altima integral debe ser mas facil de resolver que [ = _[ udyv , ya que si fuese mas

complicada el método no seria ttil (evidentemente, no nos interesa que para resolver una
integral tengamos que hacer una mas complicada que la que nos dan).

Puede ocurrir que la integral _[ vdu que debemos resolver para hallar [ = .[ udv,se

tenga que resolver por este mismo método, es decir, hay que aplicar el método de
integracion por partes dos veces.

Para recordar la formula de integracion por este método, existe una regla nemotécnica
que es facilita recordarla y asi evitar un esfuerzo memoristico. Veamos:

Ju[dv:uﬂz—_[vﬂiu )
>> Regla nemotécnica

“Un dia vi un vigilante vestido de uniforme”

Veamos algunos ejemplos de aplicacion de este método.

Ejemplo 32.-

Intentemos resolver por el método de integracion por partes [ = fxz Lxdx

Veamos:

S

S

La funcién integrando es f'(x) = x?Lx

u:x2

Efectuamos la siguiente eleccion :
dv = Lxdx

Aplicando la formula tenemos: [ = Ixz Lxdx= ju dv=uly - J vdu

Veamos que elementos conocemos y desconocemos de la formula anterior:
u - conocida, ya que u = x?

elementos de la formula { v - desconocida,aunque conocemos su derivada v'= Lx
du -~ la podemos hallar. En efecto: du = 2x dx

Debemos hallar la funcion v(x) para poder aplicar la formula. Veamos:

V= J-dv = Iv "(x) dx = I Lx dx > Supongamos que esta integral nos resulta dificil.

Nos preguntamos: (Habremos hecho una eleccion correcta?
(Habra una eleccion mejor que la anterior?
Vamos a intentarlo.
u= Lx
Hacemos la siguiente eleccion: 5
dv=x"dx
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R Aplicando la formula tenemos: [ = I Lx B2 dx = Iudv —uly- _[ vdu

R Veamos que elementos conocemos y desconocemos de la formula anterior:

u - conocida, ya que u = Lx

. . . -2
elementos de la formula { v - desconocida,aunque conocemos su derivada v'= x

du - la podemos hallar. En efecto: du = %dx

R Debemos hallar la funcién v(x) para poder aplicar la férmula. Veamos:
- - ] - 2 - x3
V= J.dv - IV (x) dx = ,[x dx Z 3 = Hemos dejado la constante C para el final
inmediata
R Ahora conocemos todos los elementos que intervienen en la formula y podemos
aplicarla:
I=[x*Lxde=[udv=uB-[vd P jx3ld LA E SN 2
= | x“Lxdx=|udv=uld-|vdu=Lx -|——dx= -|—dx = -
3 73« 3 3 3 1
x2
Hemos llamado 7, = j?dx, integral que debemos resolver.
R Resolvamos la integral /, :
n=["a 1[ 2d 12 _» Hemos dejado | C para el final
= | ax=_|xax=_—_-=—— > Hemosdejado la constante ara el fina
171373 3379 ! P
R Substituyendo:
3 3
I J- 21 d S X3 s 3x3Lx-x3 . C x3(3Lx—l)+C X (Lx _l)+C
= | x“Lxdx= -— e = =
3 9 9 9 9
Ejemplo 33.-
Resolvamos por el método de integracion por partes la integral [ = _[x cos x dx
u="?
U Debemos hacer una eleccion
dv="7dx
U Después de hacer la eleccion y al aplicar la férmula, nos encontraremos que debemos
resolver dos integrales:
v=\dv Estas integrales deben ser mas sencillas de resolver
Debemos resolver que la propia 7, ya que si no fuese asi entenderemos
Iv du que el método no “funciona”
. . . u : x
X Hagamos la siguiente eleccion: ,
dv=v'dx= cosx dx
du=u'dx=1dx=dx
X Hallemos los elementos que faltan de la formula:
V= J'dv=_|.cosx dx =senx
X Apliquemos la formula:

I=Iudv=uBz—_[vdu =X senx—_[senx dx =xsenx —[—cosx +C =

= xsenx + cosx + C
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Ejemplo 34.-
En este ejemplo veremos un caso en el que hay que aplicar el método en dos ocasiones.

Queremos resolver la integral [ = Ixzexdx

Veamos:
M Decidimos intentarlo por el método “por partes”

y _ u=u(x)=e*
M Hacemos una eleccion (con la esperanza que funcione):

dv=v'(x)dx= x2dx
Escribimos la formula: [ = ju dv=uld- Ivdu

Observamos que necesitamos hallar du y v:

du = e* dx

3
V= Idv = Ixz dx = % (la constante la dejamos para el final)

M Substituimos en la formula:
3 3 3
X X X
I= szexdx= jexx2dx e’ —J‘fexdx =e* — -1I;
3 3 3
3
X X
Hemos llamado 7 = j?e dx
M Debemos resolver la integral /,, la cual nos parece “mdas dificil” que la propuesta. Esto

nos lleva a pensar lo siguiente:
“O el método elegido (integracion por partes) no es bueno para esta integral o la
eleccion de las funciones u y dv no ha sido la adecuada”

u=u(x)= x?

dv=v'(x)dx=e"dx
E Hallemos los elementos que faltan para poder aplicar la férmula:
du=u'(x)dx=2xdx

E Cortamos con lo anterior e intentamos otra eleccion:

v = J dv= Iv "(x)dx= _[ex dx=e" (omitimos la constante C)
E Aplicamos la formula:

I:J-xzexdx=x2 e —I eX2xdx=x? e* —2Ixex dx =x2 e~ -25; (YY)

Hemos llamado [, = _[x e”dx

E Debemos resolver la integral /,, la cual nos parece “mds facil” que la propuesta. Esto nos
anima a seguir por este camino.
E Para resolver /| = fx e*dx intentaremos el mismo método (integracion por partes).
u=x du = dx
Hacemos la eleccion: X = X x o
dv=e" dx V= _[e dx =e” (omitimos C)
E Aplicamos la formula (no olvidar que estamos hallando /,)

I = Ixexdx: J.udv —uld —Ivdu =xe" —_[exdx =xe* - e (omitimos C)
E Substituimos en (Y):

I=xzex —2[xex —ex] +C =xze)C -2xe® +2e° +C
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Ejemplo 35.-

En el ejemplo anterior hallamos las funciones primitivas de la funcion f(x) = x?

ex
obteniendo como solucion F(x) = x?e¥ -2xe*+2¢F +C COR

Ahora queremos hallar la primitiva a cuya grafica pertenece el punto O(0,0)
Veamos:

X Para cada valor de C tenemos una funcion F(x) distinta y, por tanto, con una grafica
distinta.
X Buscamos F(x) con la condicién de que F(0) =0 :
FO)=0° ' -2me+22%+Cc=0
1-0+2+C=0 = | F(x)= x%e® - 2xe* +2¢" -3
C=-3

9.2.Ejercicios resueltos por el método de integracion por partes.-

En este apartado veremos algunas integrales resueltas por este método de integracion.
Insistimos en la posibilidad de que al enfrentarnos a la resolucion de una integral aplicando uno
de los métodos explicados no consigamos resolverla, lo cual puede deberse a lo inadecuado del
método elegido.

Ejercicio 119.-

Resolver la integral [ = J.x sen x dx

Solucion:
Aplicaremos el método de integracion por partes.

. du = dx
0 Hme
dv =senx dx v:jdv:Isenx dx = —cosx

Aplicamos la formula:

1= Ix sen x dx=Iudv=u H/—Ivdu =x(—cosx) —I(—cosx)dx =

u=Xx
Hacemos:

=-Xx cosx+J.c0sx dx= -x cosx +senx +C

Ejercicio 120.-
Hallar el conjunto de las funciones primitivas de la funcion g(x) = Lx

Solucion:
L Se trata de resolver la integral 7 = _f g(x)dx= I Lxdx

L Lo intentaremos por el método “por partes”
u=Lx du = %dx
Hacemos _ =
dv = dx v = jdv:jdx:jldx=x (omitimos C)
L Aplicamos la formula del método de integracion por partes:

1= Ig(x)dx:ILxdx:Iudv:uG/—_fvdu =Lx [k -_[x%dx =Lx ¥ —_[dx =

=xIlx-x+C



Matematicas de 2° de bachillerato

Integral indefinida

G(x)=xLx-x+C=Lx* -x+C CIOR

Ejercicio 121.-

Resolver la integral [ = fox dx

Solucion:

Empleamos el método “por partes” {

Aplicamos la formula y substituimos:

2 2
1= IxLxdx:Iudv:u B/—jvdu:Lx Elx? —Ixz El);dx =

_x2Lx IJ- g =

2

Ejercicio 122.-

Resolver la integral [ = I arctg xdx

Solucion:

Lo intentamos “por partes”

x2

0 +C=
2

u=arcitgx

Hemos expresado al conjunto de las
funciones primitivas de dos formas
distintas.

1

Aplicamos la férmula de integracion por partes y substituimos:

I= _[arctgxdx:.[udv=u B/—Ivdu zarctgx [k —Ix Ehlixzdx =X arctgx -_[

=x arctgx-1; (D)

du=xdx
v=_|.a’v:_|.xabc=xz2
Lax s
o M
_2x2Lx—x2 . O
4
_ 1
du—1+x2
v:J.dv:J.dex
x _
lerza’x—

Hemos llamado /] = _[ . *—dx , integral que debemos resolver.

+ x2
Por cambio de variable, hacemos:

Substituimos en la integral /, :

dt=2xdx = xdx= %

Ilzj L dx:J.%E%dt:%J%dt:%L‘t‘:%L‘l‘sz‘ (ponemos la constante C al final)

1+ x?

Substituyendo en la integral 7, referencia (*) :

I= J-arctgxdx:xarctgx—%L‘x2 +1‘ +C =
= xarctgx—éL(x2 +1) +C=

=Xx arctgx - L(x2 + 1) + C

Obsérvese que hemos expresado la
solucién de varias formas distintas al
considerar que:

‘x2+1 :x2+1

Lx2 + 1=%L(x2 +1)
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Ejercicio 123.-

Resolver la integral I = J.excosx dx
Solucion:
U=cosx du = -senx dx
dv=v'dx=e" dx - v= _[dv = jexdx =e"
Aplicamos la formula del método de integracidon por partes y substituimos:

I= Iexcosx dx:Iua’v “u B/—Ivdu =cosx [B* - Iex(-senx)dx =

Meétodo “por partes”

= e’ cosx+ fexsenx dx = e cosx +1; (D)

Debemos resolver la integral /; = jexsen x dx

Los intentamos por el método de integracion por partes:

U= senx du = cosx dx

X = X X .
dv=e dx V= jdv = J-e dx=e" (dejamos C para el final)
Aplicamos la formula y substituimos:

I = Iexsenx dx=judv =u B/—Ivdu =senx [k* - J.ex cosx dx =

Hacemos :

= e’ senx - Jexcosx dx =e* senx -1 (D)
Notese que / es la integral dada para resolver.
Substituyendo el la referencia (*):

I=e"cosx+1

I=e"cosx+e  senx-1 x
I= ,[ex cosx dx = ¢ (senx + cosx) +
21=e" cosx +e” senx = 2
_ e’ cosx+e” senx siendo CU R
) 2
Ejercicio 124.-
Resolver la integral 1 = _[arc sen x dx
Solucion:
- g 1
u=arcsenx du=u'dx= > dx
Meétodo “por partes” , 1=
dv=v'dx=dx _ _ _
V= Jdv = Idx =X
Aplicamos la formula del método de integracidon por partes y substituimos:
1
1= Iarcsenx dx = ~l.udv= uly —_[vdu =arcsenx [x —J.xizdx =
1-x

X
=x arcsenx-| ————dx=x arcsenx- 1 0
r Jm )
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X
Debemos resolver la integral [; = | ———=dx
e =l

t=1—x2

Por cambio de variable, hacemos :

do
dr=-2xax 0 BEF"Y 2xae Lar
Substituyendo en la integral /, :

jfx j_ldt— sz -Jt+C=-]1-x%* +C

Substituyendo en la referencia (*) :

I = farcsenx dx=x arcsenx -1 =x arcsenx—(—\/l —xz) +C =

= xarcsenx+x/1—x2 + C

Ejercicio 125.-
Resolver la integral [ = J.\/; Lxdx

Solucion:
Lo intentamos por el método de integracion por partes:
du = %dx
u= Lx

dv = /x dx - Idv I\Fdx fxzd

(dejamos C para el final)

N\w‘ }f\,‘w

Aplicamos la formula y substituimos:

z@

1= JﬁLx dx:Iudv:uB/-jvdu:Lx E

2 \/7 Lx

Zx/xi3 2x/7Lx 2 x2
x = -*J.fdx—

1
-l 3 x 3
2\/7Lx 2x2 2\/7Lx 4

e EER Ty e

Ejercicio 126.-
En el ejercicio anterior hemos hallado el conjunto de las primitivas de f(x) = ~/x Lx

Determinar aquella primitiva a cuya grafica pertenece el punto del plano P(1,1).
Solucion:

2FLX4F+

El conjunto de las primitivas de f'(x) es F(x) = C CUR

Buscamos el valor de C tal que F(1)=1. Veamos:

2 Ll 4 2000 4 4 13
\/7 \F +C=1> 3 —§D+C:1:>C:1+§:g

F()=1>

En definitiva: 2\/7 Lx 4 \/—

F(x) =
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Ejercicio 127.-

Resolver la integral / = j 5 dx
cos”x
Solucion:
U= x du = dx
Integracion por partes : 1 = - - 1 -
dv = . dx 1% _[dv Icoszx dx = 1gx

inmediata
Aplicando la formula y substituyendo:

X
[=I 2 dx=judv:uB/—Ivdu=x g x —Itgxdx = X tgx —L‘cosx‘ +C
cos™Xx ver ejercicio 45

Ejercicio 128.-
Resolver la integral [ = I(Lx)zdx
Solucion:
Cambiamos el aspecto del integrando: [ = I(Lx)zdx = jo Lx dx

du = ia’x
X

u= Lx
dv=Lxde | v= Idv:ILxdx = xLx-x (C parael final)

ver ejercicio 120

“Por partes” {

Aplicando la formula y substituyendo:
I= I(Lx)zdx = ILx Lx dx=uly —J.vdu =Lx[xLx —x] -j[xLx —a] )lcdx =

=x (Lx)2 —xLx—J‘Lxdx +_[dx =x (L)c)2 -x Lx —[xLx —x] +x +C =
=X (Lx)2 -xIx-xILx+tx+x+C =x (Lx)2 -2xLx +2x +C

Ejercicio 129.-

Comprobar la validez del resultado obtenido en el ejercicio anterior.
Solucion:

En el ejercicio anterior vimos que J.(Lx)2 dx=F(x)=x (Lx)2 -2xLx+2x+C
Debe verificarse que F''(x)= (Lx)2
F'(x)= IE(L)C)2 + xDZLxD)l;— [2 Lx +2x E)};] +2+0=

Veamos:
= (Lx)2 +2Lx-21x-2+2= (Lx)2 jcomprobado!

Ejercicio 130.-

Resolver la integral [ = Ixzcosx dx

Solucion:
Utilizaremos el método de integracion por partes.
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u= x2 du = 2de
Hacemos: =
dv = cosx dx V= _fdv=fcosx dx=senx (C parael final)

Aplicamos la formula y substituimos:
1 Ixzcosx dx=judv=u - Ivdu =x2 senx -_[2xsenx dx =

x? senx - 2_[xsenx dx = x° senx-21; (D)

Hemos llamado [ = Ix sen x dx , integral que debemos resolver.
- xcosx tsenx (dejamosC para el final)

Resolvemos: [ = .f xsenx dx =z
ver ejercicio 119

Substituyendo en la referencia (*):
l= Ixzcosx dx = xzsenx -2 (—xcosx +senx) +(C=

- .2
= x“senx+2xcosx-2senx + C

Ejercicio 131.-
Resolver la integral [ = Isenx cos x dx

Solucion:
Utilizaremos el método de integracion por partes.

{ du = cos x dx

u=senx
V= _fdv:Icosx dx=senx (C para el final)

Hacemos: —
{ dv = cosx dx

Aplicamos la formula y substituimos:
Il = jsenx cos x dx ZIudv = uly —Ivdu =sen x Usen x - Isenx cos x dx =

= sen’x- 1
2
. b sen”x
Operando y despejando: 2/ =sen“x = [ = )
sen’x
Introduciendo la constante: I = J' senx cosx dx = + C
2

Observacion_1:
Esta integral también podemos resolverla por el método de cambio de variable. Veamos:

Llamamos ¢ = senx [ Cﬁﬁﬁﬁmanﬁﬁ dt cosx dx
2

Substituyendo en la integral:
2 sen X

t
I=Isenx COS X dx=Itdt=2+C = +C

[
deshaciendo el cambio

Observacion_2:
También resolvimos esta integral de otro modo en el ejercicio 58 (pagina 26) obteniendo:
-cos2x

I:Isenx cosx dx = y +C
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Observacion_3:
Segun lo anterior hemos obtenido dos resultados distintos para la misma integral, es decir:

2 2
sen _x . sen X ...
=5+ C siendo Fy =5~ una primitiva

-cos2x -cos2x
4 T C siendo I, =, otra primitva
Aparentemente las primitivas son distintas. ;Qué explicacion tiene esta disparidad de
resultados? Lo explicamos:
flx)=senx - cos x esuna funcion de la que hemos hallado sus primitivas. Sabemos que
dos primitivas de una misma funcion difieren en una constante (graficamente se interpreta como
que sus graficas son lineas paralelas). Por tanto, si realizamos la resta F, &F,, el resultado debe
ser una constante. Vamos a efectuar esa resta:

= _[senx cosx dx=

F-F = sen’x _ TCOS2X _ sen’x + cos 2x - sen”x +cos2x-sen2x -
142 2 4 2 4 - 2 4
recuerda que

- 2 2
cos2x=cos” x—-sen"x
2 sen’x+cos’x-sen’x 2 2
- _ sen“xtcos’x 1

= 4 = 4 = Z « constante

Por tanto, los dos resultados son validos.

Ejercicio 132.-

Resolver la integral 7 = jx3senx dx
Solucion:
u= 3 du = 3x°dx
dv = senx dx - v= jdv:jsenx dx=-cosx (C al final)
Aplicando la férmula y substituyendo:
1= Ix3senx dx= Iudv: uld - _[vdu :x3(—cosx) —_[( —cosx)3x2dx =

= - x3cosx + 3szcosx dx = -x3cosx +37, (D

Meétodo “por partes”:

Hemos llamado /| = _[xzcos x dx , integral que debemos resolver:

I = J-xzcosx dx = x2senx+2xcosx -2senx
Ejercicio130

Substituyendo en la referencia (*) :
l= Ix3senx dx=- xscosx +3(x2senx +2xcosx -2senx) +C =

=- x3cosx + 3x2senx +6x cosx -6senx +C

Ejercicio 133.-

xarcsenx

7%1 2 dx

u=arcsenx

dv= —X—dx

Resolver la integral [ = f

Solucion:

Me¢étodo de integracion “por partes™:
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1
du = dx
1= x?
Diferenciando e integrando: x dx
v= Idv = j -J1-x*

A1-x2
Aplicando la formula de integracion por partes y substituyendo:

J‘xj@x x=fudv=u®-fvdu=arcsenx[(-m) -I(ﬂ)ﬁdx:

‘-Vl-x2 arcsenx +_f1dx= -1 -x2 arcsenx +I dx = -1 —)c2 arcsenx +x +C

E]erczczo 102

Ejercicio 134.-

arc sen x
) xe
Resolver la integral [ = J‘izdx
1-x
Solucion:
_ arcsenx 1
u= earcsenx du=e Diﬁ_ > dx
“Por partes” : =
dv= ——dx v=|dv= = — 1 - x?
1-x? J- “- N

Ejerczczo 102
Aplicando la férmula de integracion por partes y substituyendo:

arc sen x arc sen x

1= jx\jﬁdx=judv=u[v —_[vdu=earcsenx [(‘m) _I(ﬂ) el_x2dx -

_ /1_x2 [paresenx +J‘earcsenxdx:_ /1 _x2 [garesenx +11 (D

Hemos llamado /| = Iearc S X dx , integral que debemos resolver:

_ arcsenx 1
) . = edresenx du=e 37%1—)3 dx
Por partes” : =
dv = dx V= _[dv = Idx =x (omitimos C)

Aplicando la féormula y substituyendo:

Il - J'earcsenxdx: Iudv -y _Ivdu:earcsenx G _J'xearcsenx 11de -
-X

arc sen x
xXe

md)ﬁxe

Substituyendo en la referencia (*) :
arc sen x

j / x2 paresenx . arcsenx _ g
1= x?

2[=- /1 _ x2 pdresenx .. arcsenx
2 arc sen x arc sen x
-J1-x“e txe

I= + C
2

arc sen x _J’ arcsenx _ r

=Xxe « [ es laintegral dada
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Ejercicio 135.-
Resolver la integral [ = Ix«/l + x dx
Solucion:

U=Xx du = dx
“Por partes” : >
d 1+ x

= jdv: jﬁdx:(D)

y =

Resolvamos la integral (*) :

_ _ oy 247 _24/(1+ x)°
V—J‘«/1+xdx = J-\/;dx—jtzdt—T'i'C—T*'C—f
por substitucion :
t=I1+x ; dt=dx

Aplicando la férmula y substituyendo:

3 3 3
I:Ix«/1+xdx:.fudv:uG/—Ivdu:xz\/(“x) _IZ\/(1+x) dx= 20+ x) —%I«/(1+x)3dx:

3 3 3

[ NS08}

3 3
=72’”(1;x) -%J'(l+x)%dx=72xv(l;x) -%11 ()

3
Hemos llamado 7} = I(l + x)? dx , integral que debemos resolver :

tr=1+x
Por el método de cambio de variable :
dt = dx
Substituyendo:
5 5
3 EN 2t2 2\/75 2.1+ x)°
11:.[(1+x)2dX:J.lzdl:7+C: +C = +C = @
S 5 5 P - 5
2 eshaciendo
el cambio

Substituyendo en la referencia (**) :

3 5 3 5

3 15

Ejercicio 136.-

Resolver la integral / = Isec3x dx
Solucion:

Expresamos el integrando de otra manera: / = _[ secx dx = Isecx Fec?x dx

Intentaremos el método de integracion por partes.

1

_ _ sen x _ sen x 1 _
Uu=secx du = (cosx) = s X T cosx Crose dx = tgx [yecx dx
Hacemos: =
dv = sec®xdx 2 1
v:Jdv:Jsec xdx:.[ s—dx = tgx
cos” X L
inmediata

Aplicando la formula y substituyendo:

I = Isecx[keczx dx :Iudv:u - Ivdu =secx g x —thx tgx secx dx =

= secxligx- Itg2x secx dx=secxligx-1; (D)



Matemdticas de 2° de bachillerato pdgina 77 Integral indefinida

Hemos llamado /| = Itgzx sec x dx , integral que debemos resolver. Veamos:

x 1-cos”x _
Il—jtg X secx dx IOS secx dx = Iisecxdx I( —l)secxdx—

CoS X
= I(seczx— l)secx dx=J.(sec3x —secx)dx =Isec x dx —Isecx dx =1 -1,

Hemos llamado /5 = jsecx dx

Substituyendo en la referencia (*) :
I = J.sec3x dx:secxﬂgx—ll = secx ligx —(I —12) =secx llgx -1 +1,
2]=secxligx+1, ; I= secxﬁgx+ 12 ()

Debemos resolver la integral /5 = Isecx dx :

Para resolverla, multiplicamos y dividimos el integrando por sec x + g x :
I = Isecx dx = j

Por cambio de variable:

sec x[{secx + tg x) J‘seczx + secxllgx
secx t+ tgx -

dx = (0D)

secx t 1gx

=secx t 1gx

!

dt:(secx+l‘gx) dx:( 1 +S€l’lx) dx:(senx-l- 1 )dx:

cos X cos X COSZX COSZX

= (secx (ko x + Seczx) dx

Substituyendo en la referencia (***) :

sec’x + secxlgx _j dt

I, = jsecx dx=f = LM =L‘secx + tgx‘ (C al final)

secx t 1gx . .
inmediata

Substituyendo en la referencia (**) :

secxtgx . L‘ secx + tgx‘

3
1= dx = + C
Isec X dx ) 5
Ejercicio 137.-
Resolver la integral [ = _[xL3x dx
Solucion:
u= L3x du=§[8dx:%dx

Lo intentamos “por partes” : { _ 2
dv = xdx vz [dv=[xdv=" (Cal final)

Aplicando la féormula y substituyendo:
I:IxL3xdx:Iudv:uEl/—Ivdu:L3x f*;d

x* L3x | y2 x* L3x 2 o) x2
5 —§7+C— 5 _T+C_x L/3x 4 +C

x? L3x

—*J‘xdx =




Matemdticas de 2° de bachillerato pdgina T8 Integral indefinida

Ejercicio 138.-
Resolver la integral [ = I(3x2 - 2) senS5x dx

Solucion:

u=3x2 -2 du = 6xdx

=
dv = senSx dx v:_fdv :IsenSx dx= -

Aplicando la formula del método de integracion por partes:

“Por partes™ : cos S5x

5

-cos5x J- -cos5x

I= J.(sz - 2)sen5x dx=_[udv “uly -Jvdu =(3x2 -2) 5 5 6xdx=
(3x2 - 2) cosdx ¢ (3)62 - 2) cosdx g
=- 5 +g xcos5x dx= - 5 + gll ()
Hemos llamado /| = Ix cos 5x dx , integral que debemos resolver.
Intentamos resolver /; utilizando el método de integracion por partes:
{ U= x du = dx
Hacemos _ = sen 5x
dv = cos5x dx V= Idv = IcosSx dx = 5 (C al final)
Aplicando la férmula y substituyendo:
senSx senSx x senSx 1
1 :_[x cos5x dx:judv:u[v—jvdu:x 5 —I 5 dx = 5 —g_[senSx dx =
_ X senSx 1 - Cos 5x v o=t senSx . cos Sx
-5 575 -5 25
Substituyendo en la referencia (*) :
(3x2 - 2) cos5x ¢ (3x2 - 2) cos5x 6 [ xsenS5x cosSx
I=- + I = - + - + +C |=
5 5 5 5 5 25
2
(3x - 2) COS5X  6xsenS5x 6 cosSx
= - + + +C
5 25 125
Ejercicio 139.-
Resolver la integral / = J.cos Lx dx
Solucion:
u= cos Lx du:—seanD%
Me¢étodo por partes. Hacemos: dv=d =
v=-ax v:Idv:Idx:x

Aplicando la férmula y substituyendo:

L= J.COSLX dx:j”deUB/—Ivdu =cos Lx [x _J-x—sean

dx=x cosLx+Isean dx =
X

=xcoslx+1; (D)

Hemos llamado /| = Isen Lx dx , integral que debemos resolver.
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Resolvemos 7, por el método “por partes”.

u=senlLx du = cosLxEl)lz
Hacemos:

=

dv = dx v=Idv =J-dx=x (C al final)
Aplicamos la formula y substituimos:

cos Lx

I = Isean dx=Iudv:uB/—Ivdu =x sen Lx -Ix dx =x sen Lx —IcosLx dx =

=xsenlx-1
Substituyendo en la referencia (*) :

I:IcosLxdx: xcosLx+(xsean-I) =xcoslx txsenlx -1

dejamos la constante para el final

21 =xcosLx+ xsen Lx

xcosLx+ xsen Lx
2

Despejando: 1 = J.cos Lx dx=

10.Integracion de funciones racionales.-

p(x)
q(x)

Una funcion racional es una funcidén f(x) de la forma f(x) = en la que p(x) y

g(x) son funciones polindmicas.
5x*-6x+8
x’+x%-3x-5
es el polinomio numerador (grado 2) y g(x)=x> +x* & 3x & 5 es el polinomio denominador cuyo
grado es 3.
Tratamos en este apartado la forma de resolver la integral de una funcion racional.
Veamos como:

Por ejemplo, f(x) = es una funcion racional en la que p(x)=5x*& 6x + 8

apx™ + a1 x™ o x™T b tarx? +apx +ag
L Sea f(x)= p P s 2 una
b,x" +b,_1x" " +b,_»x LERELRE +byx® +byx +bh
funcion racional .
ob grado del numerador = m
serva que
a grado del denominador = n
m m-1
X Ay, x ta, 1x Foeeees tayjxta
L Queremos resolver If(x) dx= f P )dx =f L m-1 ot ! 0
q(x) byx" 4 by x4 +byx +by
L El método consiste en descomponer la funcién f (x) en una suma de funciones mas

sencillas de integrar, es decir, intentamos conseguir que f(x) =/, (x) + £, (x) + i + £, (x),
esto es, que f(x) es la suma de k funciones mas faciles de integrar.

L Una vez conseguida la descomposicion de f (x) en una suma (o resta) de funciones,
podemos utilizar una de las propiedades de las integrales: “la integral de una suma es
igual a la suma de las integrales’:

[ryde=[[ i)+ fr@) -+ fr0)|de =] fiodx + - +] fr(x)dx

siendo cada una de la integralesj fi(x)dx i=1.23,...,k de facil resolucion.
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L Antes de aplicar el método de integracion que veremos a continuacion, debemos
distinguir dos casos:

Casol.- m<n 7 grado del polinomio numerador < grado del polinomio denominador
CasoIl.- m$n 7 grado del polinomio numerador $ grado del polinomio denominador

Estudiemos cada uno de los casos:

10.1.Caso I.-
., a,x" +a,_ lxm_l + am_zxm_2 toeen +a2x2 +apx tag
Seala funcion f'(x) = . T o 5 cuya
bnx +bn_1x +bn_2X UREREEE +b2x +b1X +b0

integral buscamos, es decir, pretendemos hallar el conjunto de sus primitivas.

Recordemos que se verifica que m <n

En este caso hay que distinguir tres situaciones:

Caso La.-  El polinomio denominador g(x) = bx" + b g X" + ...... + bx + b, tiene

todas sus raices reales y distintas, es decir:
X, X3, X3, ... , X, [ son las n raices reales de g(x). Todas distintas.

Caso Lb.- El polinomio denominador tiene todas sus raices reales, pero algunas de
ellas se repiten 1 o mds veces, es decir:
x, es una raiz de g(x) que aparece o, veces.
X, esuna raiz de g(x) que aparece a, veces.
X, es una raiz de g(x) que aparece o, veces.
Adaadadaadoadoadoadoadandandandadaadaadoagoadoadaanaadandadaadaadbagn
X, es una raiz de g(x) que aparece o, veces.
En este caso el nimero total de raices que tiene el polinomio g(x) es la
suma o, + a, + o, + il + o, , pero raices distintas hay k.

Caso L.c.- El polinomio denominador tiene una o mas raices complejas (quede claro
que también puede haber raices reales).

Con el objetivo de repasar estos conceptos, veremos algunos ejemplos sobre raices de un
polinomio y su posterior factorizacion (descomposicion en factores).

Ejemplo 36.-
Sea el polinomio de grado 1 ¢g(x) = 5x + 9. Pretendemos hallar sus raices y factorizarlo
en funcion de ellas.

Veamos:
T Raiz de un polinomio es todo niimero (real o complejo) que hace que su valor sea 0.
T Para hallar las raices de g(x) debemos resolver la ecuacion g(x) =0
g(x)=0= 5x+9=0= 5x=-9= x=-,
T Por tanto, x = —% es el unico valor que hace que q(?) =0, es decir, x = —% esla
unica raiz del polinomio g(x), que en este caso es numero real.
T Podemos expresar g(x) = 5x + 9 como un producto de factores en el que intervenga la

raiz hallada. Veamos:

g(x)=5x+9= S(x —_59) =5(x +2) &ﬁﬁeﬁaD q(x¥ S(x laraiz)
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Ejemplo 37.-

Sea el polinomio de grado 2 g(x) = 3x* + 6x & 105, del cual pretendemos hallar sus raices

y factorizarlo.

X
X

Veamos:
x es una raiz de g(x) siy sélo si g(x)=0
Debemos resolver la ecuacion de 2° grado 3x* + 6x & 105=10

- 6%-/6 - 4[B{-105) -6+-/36+1260 -6+ 36_{)61 =5

Resolvemos: x = =
2[B 6 6

En este caso hay dos valores reales distintos ( x,=5 y x,= &7 ) que anulan al polinomio,
es decir, el polinomio ¢g(x) tiene dos raices reales distintas.

Ahora podemos factorizar g(x): g(x) =3x* + 6x & 105 = 3:(x&5)-(x + 7)

Nota: Observa que el primer factor “3" es el coeficiente del término de mayor grado.
En este caso es correcta la expresion de que “el polinomio q(x) tiene dos raices reales
simples”.

X2:_7

Ejemplo 38.-

Sea el polinomio g(x) = x® & 5x° + 5x* + 13x° & 34x* + 28 x & 8. Pretendemos hallar sus

raices y factorizarlo.

I+ +  HFH K

I+

I+

I+

I+

Veamos:
g(x) =x°& 5x°+ 5x* + 13x° & 34x* + 28 x & 8 es un polinomio de grado 6.
q(x) puede tener raices reales o puede que no tenga raices reales.
Si tiene raices reales ( nimeros reales), puede que alguna (o todas) sean entera (numero
entero) o que ninguna sea entera.
Si g(x) tiene alguna raiz entera, esta debe ser un divisor del término independiente, es
decir, las raices enteras del polinomio g(x) deben estar entre los divisores de &8, o lo que
es lo mismo, entre los divisores de 8.
Comprobemos si algn divisor de 8 es raiz entera de g(x) :
Divisores de 8 = { 1, &1, 2, &2, 4, &4, 8, &8 }
Probemos conx=1: g(1)=1&5+5+13&34+28&8=0 Y 1 esunaraiz de g(x)
Por ser 1 una raiz del polinomio g(x), se verifica (por el teorema del resto) que la division
q(x) :(x&1) es exacta.
Efectuemos esa division por el método de Ruffini:

(x*&5x°+5x* + 13x° & 34x* + 28 x & 8 ) : (x&1)

1 &5 5 13 &34 28 &8
1 1 &4 1 14 &20 8

1 &4 1 14  &20 8 0
Del resultado de la division anterior deducimos que:
Dividendo: ¢(x)=x°& 5x°+5x* + 13x° & 34x* +28 x & 8
divisor: x&1
cociente: ¢,(x)= x°& 4x* +x* + 14x* & 20x + 8

resto : 0
Recordando que Dividendo = divisor x cociente + resto:
g(x) = (x&1): (x> & 4x* + x* + 14x* & 20x + 8) (*)

Tenemos factorizado el polinomio ¢(x) , pero debemos ver si podemos descomponerlo
en mas factores.

Intentemos descomponer en factores c,(x) = x° & 4x* +x* + 14x* & 20x + 8

Probemos si algun divisor de 8 (término independiente) es una raiz entera.

Parax=1: ¢, (1)=1°& 41"+ 1° + 14:1°&20:'1 +8=1&4+1+14820+8=0
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I+

I+

I+

I+

I+

I+

I+

I+

I+

I+

Por tanto, 1 es una raiz de c,(x), lo que significa que la division c¢,(x) : (x&1) es exacta.
Efectuemos esa division por el método de Ruffini:
(& 4x* + x° + 14x* & 20x + 8) : (x&1)

1 &4 1 14  &20 8
1 1 &3 &2 12 &8

1 &3 &2 12 &8 0

Del resultado de la division anterior deducimos que:
Dividendo: ¢,(x)= x*&4x* + x* + 14x* & 20x + 8
divisor: x&1
cociente: ¢,(x)= x*&3x’ £2x* +12x & 8
resto : 0
Recordando que Dividendo = divisor x cociente + resto:
() =x & 4x* + x* + 14x* & 20x + 8 = (x&1) (x* & 3x° £2x* + 12x & 8)
Substituyendo en la referencia (*) :
q(x) = (x&1)-(x° & 4x* + x* + 14x* & 20x + 8) = (x&1)-(x&1)-(x* &3x° & 2x* + 12x & 8)(**)
Tenemos factorizado el polinomio ¢g(x) en producto de tres factores, pero debemos ver
si podemos descomponerlo en mas factores. Para ello intentaremos encontrar raices
enteras del polinomio c,(x) = x*& 3x* £2x* + 12x & 8.
Si cy(x) = x*& 3x’ £2x* + 12x & 8 tiene alguna raiz entera, estara entre los divisores de
su término independiente, &8.
Probemos conx =1: ¢,(1)= 1*&3-1° £€2:1> +12:-1 & 8 =18382 + 12 &8 =0
Por tanto, 1 es una raiz entera de ¢,(x) = x*& 3x° £2x* + 12x & 8
La division ¢,(x) : (x&1) es exacta.
Efectuemos esa division por el método de Ruffini:
(x*&3x* £2x* +12x & 8) : (x&1)

1 &3 &2 12 &8
1 1 &2 &4 8

1 &2 &4 8 0

Del resultado de la division anterior deducimos que:

Dividendo: c,(x) = x*&3x’ £2x* + 12x & 8

divisor: x&1

cociente: c;(x) = x’&2x* £4x+ 8

resto : 0

Recordando que Dividendo = divisor x cociente + resto:

o) (x) =x*&3x* &2x% + 12x & 8 = (x&1)(x* &2x* £ 4x + 8)

Substituyendo en la referencia (**) :

g(x)= (x&1)(x&1)-(x*&3x*&2x* + 12x & 8) = (x&1)-(x&1)-(x&1)-(x’* &2x* & 4x + 8) (***)
Tenemos factorizado el polinomio g(x) en producto de cuatro factores, pero debemos ver
si podemos descomponerlo en mas factores. Para ello intentaremos encontrar raices
enteras del polinomio c;(x) = x° &2x* & 4x+ 8.

Si cy(x) = x* &2x* & 4x + 8 tiene alguna raiz entera, estara entre los divisores de su
término independiente, 8.

Probemos conx =1: ¢;(1)= 1° £2:1> & 41 +8=1828&4+8=3..0

Por tanto, 1 no es una raiz entera de c;(x) = x*&2x* £4x+ 8

Probemos con x = &1: ¢y(&1)=(&1)* £2:(&£1)* & 4(&1)+8=&18&2 +4+8=9..0
Por tanto, 1 no es una raiz entera de c;(x) = x* &2x* £4x+ 8

Probemos conx =2: ¢;(2)=2° £2-2*> & 42+ 8=2888&8 +8=0

Por tanto, 2 es una raiz entera de c;(x) = x° &2x* £4x+ 8
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La division c,(x) : (x&2) es exacta.

+ Efectuemos esa division por el método de Ruffini:
(x* &2x* &4x+ 8) : (x&2)
1 &2 &4 8
2 2 0 &8
1 0 &4 0
+ Del resultado de la division anterior deducimos que:
Dividendo: c¢,(x) = x’&2x* £4x+ 8
divisor: x&2
cociente: ¢,(x) = x*&4
resto : 0
+ Recordando que Dividendo = divisor x cociente + resto:
cy(x) =x° 82x* £ 4x+ 8 = (x&2) (x* &£ 4)
+ Substituyendo en la referencia (***) :
g(x) = (x&1)-(x&1)-(x&1)-(x* &2x* & 4x+ 8) = (x&1)-(x&1)-(x&1) (x&2)-(x*& 4) (****)
Tenemos factorizado el polinomio g(x) en producto de cinco factores, pero debemos ver
si podemos descomponerlo en mas. Para ello intentaremos descomponer c,(x) = x*&4.
Este polinomio se puede descomponer directamente:
c(x)= X¥*&4=x"82>=(x + 2):(x&2)
+ Substituyendo en la referencia (****) :
g(x) = x° & 5x°+ 5x* + 13x° & 34x* + 28 x & 8 = (x&1)-(x&1)-(x&1)-(x&82)-(x & 2)-(x+2)
De otra forma:
g(x) = x° & 5x°+ 5x* + 13x° & 34x* + 28 x & 8 = (x&1)’ -(x&2)*(x+2)
+ La expresion anterior se interpreta de la siguiente forma:
El polinomio ¢(x) tiene seis raices, todas enteras : 1, 1, 1, 2, 2, &2.
De las seis raices, tres son distintas: 1, 2 y &2.
Laraiz x =1 se dice que es triple
La raiz x = 2 se dice que es doble
La raiz x = &2 se dice que es simple
Ejemplo 39.-

Dado el polinomio de segundo grado p(x) = 8x2 -2x-15 , queremos hallar sus raices

y factorizarlo.

S

&

Veamos:

Resolvemos la ecuacion 8x2 - 2x-15= 0

_2+22 _ 24 _3
2444480 2%-/484 2%22 |¥1T g T 672
. 16 16 16 _2-2_-20__5

27 16 T 16 T 4
Vemos que el polinomio tiene dos raices reales racionales (fracciones) distintas.



Matemdticas de 2° de bachillerato pdgina 84 Integral indefinida

(@] Para factorizar hay que considerar el coeficiente del término de mayor grado, es decir:
p(x) = 8x? -2x-15+= S(x —;)(x +Z) ZZ(x —3)4(x +i) :(Zx —3) (4x +5)

Ejemplo 40.-

Queremos hallar las raices del polinomio p(x) = 3 -3x% +x-3 y factorizarlo.
Veamos:
a Se trata de un polinomio de grado 3. Si tiene alguna raiz entera, debe estar entre los
divisores del término independiente &3.
Divisores de &3 = { 1, &1, 3, &3 }
a Probamos:

p()=17-30%+1-3=1-3+1-3 =420
p(-D=(-1)2 -30-)2 +(-1)-3=-1-3-1 -3 =8 #0
p(3)=33-332 +3-3=227-27+3-3=20 > x=3 es raiz de p(x)

Ladivision (x 3-3x% 4 - 3)i (x = 3) esexacta. La efectuamos por el método de Ruffini:

a
1 &3 1 &3
3 3 0 3
| 1 0 1 | 0
Cociente: c(x)=x*+1
Por tanto: x> - 3x2 + x -3 = (x-3) [@x2 +1)
a Ahora intentemos factorizar el polinomio c(x) = x* + 1
x1 =i (n° complejo puro)
x241=0> x2=-1> x=2+/-1= ! e _
X = =i (n° complejo puro)
Por tanto: c(x) =x>+ 1= (x +i) (x &)
a En definitiva:

p(x)=x> =3x2 +x-3= (x -3) [@xz +1) =(x =3)(x +i)(x -i)
X1 =i raiz compleja
El polinomio p(x) tiene tres raices: | X, = —i raiz compleja

x3 = 3 raiz real y entera

Una vez vistos los distintos ejemplos sobre factorizacion de polinomios pasaremos al
estudio de la resolucion de integrales de cada uno de los apartados del caso I.

10.1.1 Estudio del caso Ia.-
p(x) _apx™+ am_lxm_1 t XM +612x2 tapx tag

q(x) b+ by e b, gx" T2 b by +hyx +by

P Sea f(x) = una funcion

tal que:
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3 grado del numerador = m < grado del denominador = n
3 el polinomio denominador g(x) = b x" + b x"*' + ...... + bx + b, tiene n raices
reales y distintas: x,, x,, X5, .... , X
P Queremos hallar la integral:

_ ()
[ fax =] ) d

n

m_2+ ...... +a2x2 +a1x +a0

_ J-amxm ta,,.- 1xm_1 ta,,-)x
byx™ + by x" Vb, 5x"2 4t byx? +byx +hg

P Es posible demostrar que la funcion f(x) = 2) puede expresarse de la forma:

q(x)

f(x):p(x): Al + A2 + A3 Foerinn +i

qg(x) x-x1 x-Xxp XxX-2Xx3 X-Xx

enlaque 4,,4,,A4,, ..., A, son nimeros reales faciles de calcular.
P Entonces podemos resolver la integral de la siguiente forma:

m_2+ ...... +a2x2 +a1x +a0

_ p(x) _ amxm tay- lxm_1 tay-nX
jf(x)dx-jq(x)d = | o

b,,x”+b,,_1x”‘1+bn Hx"" 2 4t byx? +byx +hy
:I( A +A2 +A3+ ...... )dx

X=X, X=X, X—Xj x X,

—Aljx X, X+Azj

:AIL‘x—x1‘+A2L‘x-x2‘+A3L‘x—X3‘+ ------ +AnL‘x—xn

2 dx+j :43 dx+-~+j 1_4" dx =

dx + A3_[ dx =(integrales inmediatas) =

Ejemplo 41.-

6x-5

Vamos a resolver la integral [ = J.zidx
+x-20
Veamos:
@) Se trata de la integral de una funcion racional.
Numerador:  p(x) =6x &5 polinomio de grado m = 1
Denominador: g(x) = x* + x&20 polinomio de grado n =2 m=n
Por tanto, estamos en ¢l caso I
O Ahora debemos averiguar si estamos en La , I.b o L.c

Hallemos las raices del denominador:

5 —1i«/1+80_—1i9_{x1:4

x)=0=> x“+x-20=0=> x= =

q(x) ; >
El polinomio denominador tiene dos raices reales distintas (4 y &5) y g(x) = (x&4) (x+5)
Por tanto, estamos en el caso I.a

O Expresemos la funcién integrando como suma de funciones mas sencillas:

_ 6x-5 _ 4 4,
f(x)= Prr-20 x-4 T xt5 © Buscamos A y Ay
A4, 4, _ A (x+5) +4,(x-4) _ ex
-4 T X457 (A (a5 xtea- 2o'f(x)

Deducimos: Aj(x+5) + Ay (x-4)=6x -5 < Buscamos Ay y A,

A,y A, son dos numeros reales que hacen la igualdad 4, (x&4) + 4, (x+5) = 6x&5 valida
para cualquier valor de x. Segun esto, le damos a x los valores que queramos y
obtendremos una igualdad:

T Para x =4 tenemos que A, (4&4) + A, (4+5) = 6-4&5

04, +9:4,=19 ; 94,=19 = 4, =1

X2:—5

Operando:
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T Para x = &5 tenemos que 4, (&5&4) + A4, (&5+5) = 6-(&5)&5
894, +04,=19 ; 89°4,=835 = 4=

Por tanto:
6x-5 Y 5 19 35
X~ 9 9
f(0)= ==y
x“+x-20 x-4 x+5 9(x-4) 9(x+))
@) Ahora podemos resolver la integral:
[ fx)ax= jmdx—j( P, » jdx‘j o dx+ | 2 s
2+ x-20 9(x-4) 9(x+5) 9(x-4) 9(x+5)
SRl N —4\+§L\ +5/+C
T4 g x1sTT g HIE o "7
En definitiva:
- [ 6x-5 , _19 _ 35
[=[ %2 de="0Llx -4+ P Lix+5/+C
Ejercicio 140.-
. 5x2 - 19x+2
Resolver la integral [ = _[ 3 > dx
-2x“-5x+6
Solucion:
M Comparamos los grados de los polinomios numerador y denominador:
grado numerador p(x)=2
: 2<3= Casol.
grado denominador q(x)=73
M Hallamos las raices del polinomio denominador. Para ello debemos resolver una

ecuacion de grado 3. Como no conocemos un método estandar para resolver una
ecuacion de este tipo, intentamos averiguar si existe alguna raiz entera.
Si g(x) tiene alguna raiz entera, debe estar entre los divisores del término independiente.
Divisoresde 6 = { 1, &1, 2, &2, 3,&3, 6, &6 }

M Probemos con los divisores para ver si alguno es raiz de g(x) :
Para x = 1 tenemos que q(1) = 1°&2-1° & 5-1+ 6 = 1&2&5+ 6 =0
Por tanto, x = 1 es una raiz entera del polinomio g(x)

M La division ( x*82x* & 5x +6) : (x&1) es exacta. La efectuamos:
1 & &5 6 Cociente: c(x) = x* &x&6
restor=0
1 1 &l &6 Dividendo = divisor x cociente + resto

3 2 - (2
) &l 86 0 x°&2x° & 5x + 6 = (x&1)-(x~ &x&6)

Ya tenemos factorizado el polinomio denominador, pero intentemos descomponerlo en
més factores. Par ello, hallemos las raices de c(x) = x* &x&6 :
1+

_ 145 _
1+ /1424 1+5 |X1= 5 =3

2— - = = = =
X x-6=0=> x ; ) _1_5__2
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De lo anterior deducimos: x> &x&6 = (x&3)-(x + 2)
M Ya tenemos factorizado al maximo el polinomio denominador de la funcién integrando:

g(x) = x> = 2x -5x +6 =(x -1) [x -3) Mx +2)
x =1 vraiz entera(real) de q(x) (observa que q(1) = 0)
siendoy x =3  raiz entera (real)de q(x) (observa que q(3) = 0)
x =-2 raiz entera (real)de q(x) (observa que q(-2) = 0)

Por tanto, el polinomio g(x) tiene tres raices reales, es decir, estamos en el caso L.a
M Descomponemos la funcion integrando en suma de varias funciones mas sencillas:

_ 5x%-19x+2 _ 5x*-19x+2  _ A4 A4, 4
]f(xj - .3 2 - _ _ - _ + _ +
x>-2x2-5x+6 (x-D(x-3)(x+2) x-1 x-3 x+2

Operando:
A A A AGHEE) A E D) AL D () 5kt - 19x+2
x-1 x-3 x+2° (x-D(x-3)(x+2) T (x-D(x-3)(x+2)
Deducimos que Aj(x = 3)(x+2)+ Ap(x ~1)(x +2) + A3(x -1)(x -3) =5x% -19x +2
La igualdad anterior es valida para cualquier valor de x, por lo que :
para x=1= A 0-2)B+ 4 DB+ A3 D{-2)=-12= -64,=-12= 4, =2
para x=3= A DE+ A4, DB+ A3 R0=-12= 104,=-10= 4, = -1
para x=-2= A 0-5 D+ 4, {-3)0+ A3 [-3) [-5) =60 = 1543=60 = A3 = 4

« Buscamos Ay, Ay y Aj

Por tanto:
5x —19x+2 5x*-19x+2 2 -1 4
= = = + +
J(x)= 2x2-5x+6 (x-D(x=-3)(x+2) x-1 x-3 x+2
M Volvemos ala 1ntegra1.

I = J‘ 5x*-19x+2

-2x*-5x+6 :-[[x—l_x— x+2]d J‘idx J‘id +_|‘7dx

=2 Lidx-[dv+a[ Sdv=2Lx-1|-Lix -3 +4L|x +2| +C

Por tanto:

= [ 2 gv=ap x|~ Llx-3+aLlx 2] 4 C

Ejercicio 141.-

. 4x+7
Resolver laintegral / = | -—
esolver la integral [ I2x2_4x_96dx
Solucion:
Se trata de la integral de una funcién racional en la que el grado del numerador es 1 y el

denominador es 2. Estamos en el caso 1. Intentemos hallar las raices del polinomio denominador:

2x2 - 4x-96=0 ecuacion de 2° grado
Simplificando: 2[()(2 -2x- 48) =0; x% -2x -48=0
2444192 _ 2:.196 _2s14 | X172 78

2 - 2 T2 7 -
Xy = 52 = -6

Resolviendo: x =

El denominador tiene dos raices reales (8 y &6) distintas. Estamos en el caso La
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Ahora podemos factorizar el polinomio denominador (no olvidar el coeficiente de x?):
De la ecuacion resuelta x° - 2x - 48=0 sacamos que x? -2x -48 = (x -8)(x +6)
Del polinomio denominador tenemos: 2()62 -2x-48) = 2x% -4x -96 = 2(x -8)(x +6)

Podemos descomponer la funcion integrando en suma de funciones mas sencillas:
4x+7 _ 4x+7 _ 4x+7 _ 4 4,

S = 06 = 2 (e-8)(x46) = (2x-16)(x+6) ~ 2x-16 T x+6  Buscamos Ay 4
4, A, A (x+6)+ 4,(2x-16) _ 4x+7 _
Operando: 5. J16* w46~ (x-16)(x+6 - @x-16)(x+6) /(¥

Deducimos que: Aj(x+ 6)+ A, (2x -16) =4x +7

x=8= 144,239 4=,
Damos valores a x:

x=-62 -284y = -17= Ay = 3%
Por tanto:
39 17
f(x)= 4x+7 - 14 L’ 39 + 17
2x2-4x-96 2(x-8) xt+6 28(x-8) 28(xt6)

Volviendo a la integral:

_ [ 4x+7 _ 39 17 39 17 _397 1 1701,
1‘jzx2_4x_96dx‘I[zs(x—8)+28(x+6)}dx‘ 28(x—8)dX+j28(x+6)dx_28 v-sd *og) dx =

=2 L|x-8|+ 0 Llx+6| +C

En definitiva:

:I 4x+7

sl dv= 0 Lix =8+ i L[x+6| + C

Ejercicio 142.-

-x2+x-6
15x° - 6x*-15x+6

Hallar el conjunto de las funciones primitivas de f'(x) =

Solucion:
o : _ _ -x*+x-6
Se trata de resolver la integral [ = jf(x) dx = ~[15 T 6x? —15 +6a’x
X —0XxX - X
o

Como el integrando es una funcion racional, analicemos el caso de que se trata:

numerador p(x) = ~x2+x-6 - grado m =2

= m<n= casol
denominador q(x) = 15x° - 6x2 -15x +6 - grado n =3
Ahora hallemos las raices del denominador. Veamos si tiene alguna raiz entera:
Divisores de 6 = { 1, &1, 2, &2, 3,&3, 6, &6 } = posibles raices enteras.
Vamos probando:
x=1Yqg(1)=15&6&15+6=0 Y x=1 es una raiz entera (real) de ¢(x)
De lo anterior deducimos que la division ( 15x°&6x*&15x + 6 ) : (x&1) es exacta.
Efectuamos dicha division:

Cociente c(x)=15x*+9x & 6
15 &6  &lI5 6 Resto r=0

1 15 9 &6 Dividendo = divisor x cociente + resto
15x3&6x2&15x + 6 = (x&l)‘(lsxz +9x & 6)
15 9 &6 0
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Ahora intentemos resolver la ecuacion 15x*> +9x & 6=0:

_12_2
-9+ /814360 _ -9+-/441 _ -9+21 _| *2 7307 5
x= 30 30 T 30 _-30 -,

*¥37 30 ~

De la tltima ecuaciéon : 15x2 + 9x - 6 = 15(x - %) (x +1)

Por tanto:
1ﬁ?+aﬂ—1ﬁ+6:u—nu5ix—9mx+n
Introduciendo el factor 15 en un paréntesis:
15x° + 6x2 = 15x + 6 =(x -1) {15x -6) Qx +1)

Conclusiones:
— El polinomio denominador tiene tres raices reales distintas:

x1=1; Xzz% s X3:-1

— Se trata de una integral del caso L.a

e Descomponemos la funcidn integrando en suma de funciones mas simples:

_ -x2+x-6 -x>+x-6 4, A, A

TOO= 1506 -15x46 ™ (x- D(15v-6)(+1) ~ GoD) T (15y-6) Flern)  Brscamos Ay Ay 3 Ay
Operando:

4, A 4 A (15x-6) (e# )+ 4, -D) (x4 1) + 4, (=D (150 -6)  _ 24 m

(=1 " (15x-6)  Get1) (e-1)(15x-6 ) (x+1) T (x-1)(15x-6) (x+1) =)
Como los denominadores son exactamente iguales, también lo seran los numeradores:

A, (15x-6 ) (x+1) + 4, (x=1) (x+1) + 4, (x -1) (15x =6 ) = ~x* +x =6

La igualdad anterior es valida para cualquier valor de x, por lo que:
para x=1=184;=-6=> A = —%

2 _ 144 =21 _ 144 144 _ 48
para x = 3*[%/12 25 = s A2 = =>4y =57 =
parax= -1 2 A43= -85 Ay=- o> Ay = -5
Podemos poner la funcion f{x) como la 51gu1ente suma:

-1 48 4

3 7 21 -1 48 4

= + - = + -
JOZ G (150-6) T D) T3G-1) T 705xm6) T20(e4D)
o Integrando:
- _ -x’+x-6 _ -1 48 1 _
’Jﬂ”ﬂ4mwmtmmﬁ4&wnWMr®6mJW‘
__1 48 D NS | _ _1 -
==l T g gl ade= -3 Lix -1+ s Ll15x -6] g L]x 1] +C =
:—fL‘ —1\ WL1sx-6-¢Llx+1] +C
En definitiva:
- -x’+x-6 -_1; 1
Lfthﬂﬁmﬁ:3‘_”+ Litsx -6 - ¢ L x +1] +C
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10.1.2 Estudio del caso Ib.-
p(x) _ ApgX™ + @y X"ty XM A tayx? +apx +ay

q(x)  bx" b, x" T b, ox 2 et byx? +byx +hy

P Sea f(x) = una funcion

tal que:

3 grado del numerador = m < grado del denominador = n

3 el polinomio denominador g(x) = bx" + b g X" + ...... + bx + b, tiene n raices
reales, pero algunas estan repetidas, es decir:

X raiz real de q(x) que aparece O veces
Xy raiz real de q(x) que aparece [B veces

x3 raiz real de q(x) que aparece y veces ; siendo a+ [+ y+---+0=n=grado q(x)

Xy, raiz real de q(x) que aparece O veces

P Queremos hallar la integral:
J—f( v = J-p(x) J-amxm + am_lxm_l + am_zxm_2 Foe Yarx? +apx +ag p
= X
byx™ + by 1x" V4 b, 5x"2 4t byx? +byx +hy
P Es posible demostrar que la funcion f(x) = % puede expresarse de la forma:
A A A A
f(x):p(x): _1 . 2 - 3 —— aa+
g(x) x-x (x— xl) (x— xl) (x— xl)
B
+ B + B + Bs Tt s +
X~ X2 (x—xz) (x—xz) (x x2)
C
+ G + G + G 3o .
X3 (x—x3) (x—x3) (x—x3)
............................................................ +
+ Dy + D, 5+ Ds gt Ds 5
X Xk (x-xk) (x-xk) (x-xk)
enlaque 4,4,,4;,....,4,,B,,B,,B;,...,B;,C,C,,C;, ... ,C,, ....,D, D,, D,
, D; son niimeros reales faciles de calcular.
P Entonces podemos resolver la integral de la siguiente forma:
-1 m=-2 2
p(x) apx™ + a1 x" ta,ox URIRISE: tayx” tapx +a
jf(x)dx:-[ d :I N n 5 n-1 " n-2 2 dx =
q(x) byx" + b, 1x"" 4 b, x4t byx” +byx +hy
4, 4, 4, 4, B, B, Bﬁ Ds
= + 5 FRRS —+ + ot +..0 4 dx=
I XoX (x—xl) (x—xl)3 (x-xl) X=Xz (x-xz) (x-xz)ﬂ (x-xk)a
A A A C,
== dx+_[ Lditet [ +j “dx dx +- +j dx =
X=X, - x,) (x-x,)° (x-x,)" (x- xk)
=4[ 1 dx+A2j dx +---+Aaj%dx+---+le%dx te 4 Dg[ s dx =
1) (x—xl) N (x—xk)

= (integrales que se pueden resolver por cambio de variable)

Ejemplo 42.-
p(x)

Imagina una funcion racional f(x)= 7(0) tal que grado de p(x) menor que grado de g(x)
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Imagina que ¢g(x) es una funcion polindmica de grado 6 que tiene las siguientes raices:
X| = 2 es una raiz doble

Xy = -5 es una raiz triple ; observa que 2+ 3+1=grado q(x)=6

x3 = 6 es una raiz simple

Por tanto, g(x) tiene seis raices reales, de las cuales tres son distintas.
jPues bien!
Se verifica que:
X A A B B B C
f(x)=p()= Loy 22+1+ 22+ 33+1
g(x) x-2 (x-2)° xt5  (x+5) (x+5)° x-6

siendo 4,, 4, B, B,, C, numeros reales que se podrian hallar ficilmente.

Ejercicio 143.-

Hallar el conjunto de las funciones primitivas de la funcion: f(x) = #44_4
X —4aXx
Solucion:
9 Se trata de una funcion racional.
: - x-4
9 Pretendemos resolver la integral _[ f(x)= Ixz axid dx
9 Veamos si es de caso [ o II:

numerador p(x)=x-4; grado p(x)=1

rado p(x)< erado g(x
denominador q(x)= x* - 4x +4 ; grado q(x)=2 | © p(x)< grado q(x)

Por tanto, estamos en ¢l caso I

9 Veamos si se trata del caso L.a. Lbo Il.c:
Para hallar las raices de g(x), resolvemos la ecuacion de 2° grado x*&4x + 4 =0
_4+0_ 4 _
45 J(-4)-4B 420 440 |17 2 T2 72 _
= > =5 =5 = = Xy = 2 raiz doble
_4-0_4 _
Xp= 5 T, 7 2

Por tanto, el polinomio denominador tiene dos raices reales iguales (una raiz doble).
Estamos en el caso Lb.

©

Conocer las raices de g(x), nos permite factorizarlo: g(x)= (x-2)(x-2)=(x - 2)2

©

La funcién integrando podemos descomponerla en la siguiente suma:

_ x-4  _ x-4 _ 4 4,
S = o g™ o T a2 P a2y
Considerando que el m.c.m de los denominadores es (x - 2)2 y operando:
4, A, A (x-2)+4,  x-4
+ = =
X2 (x-2)° (x-2) (x-2)°
Deducimos que Aj(x-2)+ Ay =x -4 « Iguadad verdadera para todo x
para x=2 = A0+ 4y =-2 = A4, =-2
para x=4= 241-2=0=> 24=2=> 4, =1
x=4 _ 1 _ 2
x*-4x+4 x-2 ()c—2)2

9 Integrando: Jf(x)dx = J‘%dx = J.(xlz - (x—zz)z) dx = J.x%dx—'[

Por tanto: f(x) =

2
(x-2)° dx
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2

. 1
Debemos resolver dos integrales: 11 = Iix_ 5 dx e Iy = J.;(x_ 2)?

Resolvemos:

I = Ixflzdx: L‘ X - 2‘ + C, (integral inmediata)

_ 2 _ 1 -
I = j(x_2)2 dx—2j(x_2)2 dx = (D)

t=x-2

P bio d able:
or cambio de variable {dt:dx

—2+1

(OF 1= 2 vd=2[t2dr=2 !

_ At —_nl - "2
_2+1+C2—2_1+C2— 2t +C2—x_2+C2

Por tanto: 1= 11_12:L‘x_2‘ +C| - _72+C2:L‘x—2‘ +%+C

En definitiva:

2
F(x)= L‘ x-2 ‘ + Y +C; CUR Funciones primitivas de f(x)

Ejercicio 144.-

2—
4x°-3x+1 dx

Resolver la int 1/=
€S01ver l1a 1tegra 2x3+)€2 -4x-3

Solucion:
3 Se trata de la integral de una funcion racional.
3 En este caso es : grado numerador = 2 < 3 = grado denominador
Por tanto, estamos en ¢l caso I
3 Hallemos las raices del denominador ¢g(x) = 2x’ + x* & 4x &3
Busquemos raices enteras: Divisores de &3 = { 1, &1, 3, &3 }
Probamos:
4 x=1 =*£ gx)=21"+17&4183=2+1&48&3=84..0 ;
4 x=8&1 * g(x)=2(&1)’+(&1)°&4(&1)&3=8&2+1+4&3=0 (
Hemos encontrado una raiz entera (x = &1) de g(x) = 2x’ + x* & 4x &3
3 La division (2x* +x* & 4x &3 ) : (x + 1) es exacta. La efectuamos:
) 1 &4 &3 Cociente c(x) = 2x* &x & 3
Resto r=0
&l &2 1 3 Dividendo = divisor X cociente + resto
3. ,2 - (Dy2
| ) &l &3 0 2x°+ x°8&4x & 6 = (x+1)(2x° & x & 3)
3 Ya tenemos que ¢(x) = 2x*+ x?&4x & 6 = (x+1)-(2x* & x & 3). Ahora intentemos hallar
més raices. Para ello resolvamos la ecuacion 2x* & x & 3 =0
_6_3
1 (-D?-4R0-3) 1:25 15 | %2 T 475
r= 22 T4 T4 T 4
X3 = T =-1
Por tanto: (2x% - x - 3) =2(x - 2) (x +1) =2x -3)(x +1)
3 Ya tenemos factorizado g(x) : 2x° +x* & 4x &3 = (2x&3):(x + 1)* = g(x)
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X1 = -1 raiz doble de q(x)

Ademas:
Xy =5 raiz simple de q(x)
3 Por tanto, el polinomio denominador tiene tres raices reales, una simple y una doble.
Estamos en el caso I.b
3 La funcidn integrando podemos descomponerla en suma de varias funciones:
4x?-3x+1  _ 4x’-3x+1 _ A4 B B,

= = -« B Ay, B B
2x 4 xt-4x-3" (2x-3)(x+1)>  2x=3  xtl (x+1)? uscamos A1, y b3

Operando y considerando que mcmde{2x -3, x+1,(x+ 1)2} =(2x-3)(x + 1)2 :
4, B B, _A(xtD+B 2x-3)(x+tD+ B,(2x-3) | 4x2-3x+1
2x-3" X1 (x4 1) (2x-3) (x+1)° T (2x-3)(x+1)’?

Deducimos que: Aj(x+ 1)+ B;(2x-3)(x +1)+ B, (2x -3) =4x? -3x +1 < Buscamos A,Byy B

54
parax:%:>%A1+0+O:4B?I— :9—%+1:> 2‘:%3,41:%
para x=-1=0+0-5B,=4+43+1=>-5B,=8= By = -
para x=0= Aj-3B) -3B,=0-0+1= S-3B+% =1= -3 =1-0+2 5 p=-2
o 4x?-3x+l _ % % -5
Por tanto: S txldg—3 2x- 3t (x+1)2
3 Ahora podemos integrar:
_ 4x?-3x+1 8 11 _o6f(_1 45 _ 8
I= ) i 4 & J|:5(2x 3) 5(x+1) sGeen? | B7 sz 3 -[x+1d J( £’
11
:?L‘Zx—3‘[{2*—§L‘x+l‘ ‘§I1 « debemos resolver I :J.de
(1
Resolvemos I = '[(x+1)2 d.
[ r=x+1 T ¢ -1 -1
Hacemos el cambio dt = dx > I = J(+1)d ‘J dt= It de =21 7] TC = +tC=,+C=_7+C
Substituyendo:
4x* -3x+1 11
= = - -— +
1 2x3+x2_4x_3dx 10L‘2x ‘ L‘x 1‘ 5(x+1) +C
10.1.3 Estudio del caso Ic.-
m _ m-1 _ m-2 . . + 2, + )
P Sea f(x) = PLY) _ apX” * - i I zx_z az)zc N 79 yna funcion tal
qg(x) x4 b, x4 b, X" e +hyx” +byx +by
que:
3 grado del numerador = m < grado del denominador = n
3 el polinomio denominador g(x) = b x" + b_g X" + ...... + b,x + b, tiene n raices

reales y algunas complejas, es decir:

x1 raiz real de q(x) que aparece O veces
Xy raiz real de q(x) que aparece [ veces

x3 raiz real de q(x) que aparece y veces
en este caso a+ B+ y+---+0 <n=grado q(x)

Xy raiz real de q(x) que aparece O veces

Ademas existen algunas raices complejas.

P Lo anterior nos viene a decir que la descomposicion del polinomio g(x) seria de la forma:
gx)=bx"+b X+ ... +bx+b,=
= (x&x)" - (x€x)P - (x&2,)° (€7 + € + €3)(d ¥ + dpx + ) (e, X7 + eyx + &)
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enla que (c,x*+c,x +c¢;), (d, x* +d, x + c;),...., (€, X* + &, x + €;) son polinomios de
segundo grado cuyas raices son complejas, es decir:
La ecuacion ¢, x* + ¢,x + ¢, =0 tiene soluciones complejas.
La ecuacion d,x* +d, x + ¢; =0 tiene soluciones complejas.
La ecuacion ¢, x* + e, x + e, = 0 tiene soluciones complejas.
r(x)

P Es posible demostrar que la funcion f(x) = 70 puede expresarse de la forma:
p(x) 4, 4, 4, 4, B, B, By
= = + + +... 4 + + Foee + Foeeienn
f(X) q(x)  x-x, (x_xl)z (x_x])3 (x-x)7 x7x, (x_x2)2 (x_xz)ﬂ
Cl CZ C3 CV D] D2 D3 D5
+ 3 3 +... e 3 3 5
X=Xy (x-x;) (x=x3) (x-x;)" X=X (x=x;) (x-x) (x-x;)
M, x+ N, M,x+ N, Mix+ N,
5 + 5 Foennnn e
X" te,xte dix"+d,x+d, ex te,xte,
P La integral quedaria:
p(x) 4, 4, 4, Aq
x)dx = dx=|__—_—dx+| —Sdx+| —gdx+-+| ——dx+
'[f( ) q(x) Ix—xl J.(x-x,)z J-(x-x, 3 J.(x-xl)“

B, B B,
+I - x, dx+'[(x-;)2dx+m+-[(x—x2)ﬁdx-l- ......

C
jxxzd +ju:x) dx Iu oy e

D D D
P2t [ ek [ v d [0 e
X=X (x- x) (x-x;) (x-x;)
M x+ N M,x+ N M, x+ N
+J‘% I%d)ﬁ ,,,,,, +I%dx
o x e, x+ e dx“+d,x+d, ex te,x+e,

siendo las ultimas integrales de la suma anterior, de funciones racionales en las que el
numerador es de grado 1 y el denominador de grado 2, pero sin raices reales. Veremos
en un ejemplo como se resuelve este tipo de integral.

Ejemplo 43.-
Queremos hallar la integral _[ f(x)dx= I* dx

X +xt+x
Veamos:
' _ . grado numerador =0
S El integrando es una funcién racional en la que )
grado denominador =3
S Estamos en el caso I Debemos versies l.a., Lbol.c

Hallemos las raices de g(x) = x* + x* + x
g)=x+x+x=x@"+x+1)=x&0)(x*+x+1) Y x=0 esunaraizreal de g(x)
Ahora hallemos las raices de x> + x + 1. Para ello resolvemos la ecuacion x> +x+1=0

S 1,3
L1 fl-4 _ -1#/-3 _ -1£B0-D)  -1230/-1 1630 | A1T Tty
- 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 1 /3.
SRR
Vemos que el polinomio x* +x + 1 tiene dos raices complejas : z, y z,
S Por tanto, el polinomio denominador tiene una raiz real (x =0) y dos complejas. Estamos

en el caso L.c
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S

Aunque la factorizacién no nos interesa en este caso, diremos que el polinomio
denominador quedaria:

g()= 3+ 37 bx =xlr-2) W -2) =x e+ =20 e Lo )

A nosotros nos interesa, en este caso, la factorizacion g(x) = x* + x> + x =x-(x* + x + 1)
La funcion f (x) puede expresarse como la siguiente suma:

1 A Mx+ N
= = = + « D r A, M
f(x)= PAxltx x(xltxtl) x-0 ' xlexsl ebemos hallar A, M y N
Operando:
A, MxtN _A(x2+x+1)+(Mx+N)x _ 1
x o oxltx+l x(x*+x+1) _x(x2+x+1)

Deducimos que A(x2 tx+1)+(Mx+ N)x =1 « Buscamos A,M y N
parax=0=> A0+ 0=1= A4=1

para x=1=34A+ M+ N=1=> 3+ M+ N=1=> M+ N=-2

Para x=-1= A+ M-N=1=> 1+ M-N=1=> M-N=0

Hallamos M y N por el si N M= 25 M=-15 N=-1
allamos y por e sistema M-N=0 = = = = = =
1 1 1 -x-1
Por tanto: X) = = =14 ~Xx=L
J ) Hxttx x(xP+x+l) X xP+x+l

La integral quedaria:

[feode= [ s de=[av+ [ b= ae-[ M ax=L]x| -1y
x+1

xZ+x+1

Observa que es la integral de una funcion racional cuyo denominador no tiene raices

reales, tiene dos raices complejas.
Veamos como se resuelve esta integral:

Debemos resolver la integral /; = I

- Convertimos el denominador en un cuadrado perfecto mas un niumero:
2 2 2 2
x4 x+1=x? 420 x+1=x7 +2%x+(%) —(%) +1:(x %) - # {x %) +%
- . . _ x+1 _ x+1
La integral queda: [1_Ix2+x+1 _I( . )2 ;dx
YT2) T4
- =x+y 1 1 1
Hacemos el cambio 2 S x=t-5 D xtl=t-5 4l xtl=t+;
dt =dx
Entonces:
1 1
- x+1 _ xt1 - +5 _ t 2 _
L=] 5 de=] RV 3dx—ft2+édt—.ft2+édt+It2+§dt_
(x+5) t 4 4 4
-j t dt+ > $dz-1 +17
2,3 20,2, 377727273
4 4
Debemos resolver 1, e ;.
Resolvemos L;:
2
2t _1 1 3._1 ‘ 2 ‘
= == += += == +x +
=] sdi= jHidt 2L(x 2) S =y Llx? x4l

Resolvemos 13:
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3
, 1 _4 1 _4 %E% i,
13-12 st j342 dr=1 | 5—dr=1] Sdt=
e 4(? +1) (it) +1 (lt) +1
3 3
5 3 5 3 3
4 3 V3 243 3 243 2 243 1
ZEDTJ. ydt=—5— 5 dt:Tarctgﬁt— arctg((x+ )
(F) 7 ()
V3 V3
_Q ( 1) 2.3 (2x+1)
arct NG 3 arclg NE] La constante al final
- Podemos escribir I;:
PS5 B B A SR 14‘23‘@ 2x+1
[l_jx2+x+ldx_j( 1)2 3dx—12+213—2Lt tat rctgd§
x+45| t+°5
2 4
En definitiva:
2x+1

I:Jf(x)dx=_f dx = L‘x‘ 1 —L‘x‘ —*L‘x x+1‘+far ctg = NE] +C

S+x?+x

Ejercicio 145.-

. 2x+5
Resolver la integral [ =
esolver la integra J4x3—8x2+4x—8dx
Solucion:
V) Se trata de la integral de una funcion racional. Analizamos:

numerador p(x)=2x+5 - grado=m=1
. 3 5 = casol
denominador q(x) = 4x” -8x~ +4x -8 -~ grado=n=3

Estudiemos las raices del denominador:
q(x) = 4x3 - 8x% +4x —8=4(x3 ~2x? +x —2) =4 s(x)
Divisoresde2={ 1,-1,2,- 2}
Parax=1= s(1)=13-20%+1-2=-2%0
Para x=-1= s(-1)=(-1)° -20-1)% -1-2=-6 20
Para x=2 = s(2)=23 ~22%+2-2=0> x=2 esraiz des(x)=x3 ~2x? 4x-2 (y de q(x))

U] Sabemos que la division (x*&2x* + x & 2) : (x&2) es exacta. La efectuamos:
1 &2 1 &2 Cociente c(x)=x*+1
Resto=r=0
2 2 o 2 P82 +x &2 = (x&2) (P + 1)
1 0 1 0
Por tanto, el denominador queda: g(x) = 4x> & 8x* + 4x & 8 = 4(x&2) (x* + 1)
U Ahora intentemos hallar las raices de c(x) = x> + 1. Para ello resolvemos la ecuacion de

segundo grado x*+1=0
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+/-1=i raiz imaginaria

24120 x?=-12 x=t/-1 > x=
- ﬁ = -1 raiz imaginaria

Por tanto:

T X+ 1=x&0) (x+1i)

T q(x) = 4x° & 8x* + 4x & 8 = 4(x&2) (x& i) (x+ i)

T El denominador tiene tres raices: x,= 2 (real) ; z, =i y z,= & (imaginarias)
Estamos en el caso Ic
U La funcion f(x) puede descomponerse en la siguiente suma:
2x+5 2x+5 A Mx+ N
= = = + - B A,M y N

f(x) 4x3_8x2+4x_8 (x_z) (4x2+4) x_2 4x2+4 uscamos 5 y

4 Mer N AP +4)+ (Mx+N)(x-2) 2c45
Operando: — S, = 5 = 5

X=2 4x’+4 (x-2) (4x> +4) (x-2) (4x> +4)

De lo anterior sededuce: A(4x2 + 4) + (Mx + N) (x-2)=2x+5

Para x=2= 204=9 = A:i

Para x=0= 44-2N= 5:>*-2N 5> - 2N—?6:> N:—%
Parax=1= 84-M-N=7= S-M+3=7=-M=3 > M=-7
9 9 8 9 9 8
) — 2x+5 __ 20 ,"s5X7s _ 20 _sXts
Por tanto: [ (x) = A -8xl+4x-8 x-2 4x’+4 x-2 ax’+4
U] La integral quedaria:
_ _ 2x+5 5x+ pe=O [ 1 g1 Ix+3
]_J‘f(x)dx_'[4x3—8x2+4x 8 J dr =90 ] 1y dx 4Ixz+1dx‘
=%L‘x—2‘—ill (0 ~ Debemoshallarll
9+ 8
=l de+ [ 5 dv=g[ =3+l (D)

Debemos hallar 1, e I5:

I, = J.xzx”dx:%L‘ x2 + 1‘ + Cy « es casi inmediata

I3 :jx21+1

Entonces: Iy = %12 +§I3 =%L‘x2 +1‘ + %arctgx + C

dx=arctgx + C3 « es inmediata

—garctgx + C

Finalmente:I:%L‘x-ﬂ‘%h L‘x 2‘ ‘ 5

- 2x+5 _ 9 _ 9 ) ‘ 2
1_I4x3-8x2+4x—8dx_ 20 Lix-2 40L‘x t1) - Sarctgx +C

NOTA: No insistimos mds en este tipo de integrales ya que por su
complejidad no suele exigirse en los niveles de bachillerato.




Matemdticas de 2° de bachillerato pdgina 98 Integral indefinida

10.Zocaso IIo-
m . m-1 oM 2. + 2, +
Seala funcion f'(x) = O T Am=1% . Om=2% 5 az)zc A 4o cuya
byx" + by x4 b, ox"T +hyx~ +byx +b
integral buscamos, es decir, pretendemos hallar el conjunto de sus primitivas.
m = grado p(x)
Buscamos 1 = If(x) dx = &dx Siendo tal que m2n
g (x) n= grado q(x)
Veamos como se resuelve este caso:
”? Se efectua la division  p(x) : g(x)
Dividendo = p(x) ; divisor = ¢g(x)
) IL cociente = c¢(x) ; resto = 7(x)
r(x) c(x) Recuerda : grado r(x) < grado g(x)
Recuerda: p(x) = g(x) - c(x) + r(x)

La integral podemos descomponerla:

P, _(0ED ) (g )]
1= [fGyde=]ydv= eS x‘ﬂ () (x)}d

r(x)
= [ e+ 10 =
I = J.C(x) dx es la integral de una funcién polindmica c(x), facil de resolver.

r(x)

77 Iy = J 7(x) dx es la integral de una funcion racional tal que:

+1,

numerador r(x) Estamos en el caso I,

} siendo gl"CldO F(X) < grado q(x) tratado anteriormente.

denominador q(x)

Ejemplo 44.-

_ [ 3x’-x?+11x+37 )
Queremos hallarJ‘ f(x)dx=|>* x3x 5 2L dx . Veamos:

Debemos resolver la integral de una funcion racional tal que:

numerador p(x)= 3x3 - x? +11x +37

siendo 3= grado p(x)21 = grado q(x
denomindor q(x)=3x+5 } & p(x) g q(x)

Estamos en el caso I1.

< Efectuamos la division (3x°&x*+ 11x+37): (3x+5)
; ) Dividendo = p(x) =
3x> & x*+11x+37 3x+5 =3x3&x2+11x+37
&3x° &5 x* X' &2x+7 o
Divisor= g(x) = 3x
&6 x> + 11x + 37 +5
2
6"+ 10x Cociente = c(x) =
21x +37 =x*&2x+7
&21x &35 Resto=r (x) =2
2
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Descomponiendo el numerador del la funcion integrando y al operar:

_ _(rx) 3x°-x? +11x+37 (3x+5)[(x —2x+7) _
1= fode=]y de= o L3 g | —— % v =
ol Grrndat-2x+7) il i
—J[ Art5S +3x+5}dx—j[x - 2x+7+3] +5]dx =
:I(x2—2x+7)dx+_|‘ﬁdx211+]2 (D
“ Resolvamos [
- (.2 _x’ _ 2
I = _f(x —2x+7)dx—3—x +7x +C
“ Resolvamos L;:
(2 a2 2
]2—I3x+5dx—2j3x+5 J.3x+5 L‘3x+5‘+C2

Volviendo a la referencia (*) :

_[3xP-x7H11x437 5, _x’ 2 2
I = 3 t5 dx = 3 ~X +7x+3L‘3x+5‘ +C

Ejercicio 146.-

X+ xt=2x +5x2 +7x -2
dx

Hallar la integral 1 = j

x*+x-2
Solucion:
e En este caso
5, 4 3 2
X)=x"+x -2x7 +5x° +7x -2 rado p(x)=5
f( ) - M siend. p( ) ) & p( )_ = Casoll.
J)=x2 4 x-2 grado q(x) = 2
e Efectuemos la division p(x) : g(x)
Dividendo = p(x) =
5 4 3 2 2
X +xT&2x+5x"+Tx &2 X +x&2 YA 8IS+ 52+ Tx &2
& & x* +2x° x+5 o
Divisor= g(x) = x>+ x & 2
S5x*+7x &2
8552 & 5x +10 Cociente = c(x) =x’+ 5
ox + 8 Resto=r(x)=2x+8
e De lo anterior deducimos que:
X822+ 5+ Tx&2=( X¥*+x8&2)(x*+5)+2x+38
e La funcidn integrando queda:
_ X0 +xt-2x7 +5x7 +7x -2 _ (x2 +x-2)[ﬁx3 +5) t2x+8 _
J(x) = x*+x-2 B x*+x-2 -
_ (Prx2)f+s) oueg 3 454 2x%8
x*+x-2 x*+x-2 x*+x-2

e La integral queda:

1= [ rd= [ s s)ave [ 2 ac=n e ()

e Resolvemos [, :
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I = I(x3 + 5)dx=jx3dx +J-5dx =24 +5x + C

e Resolvemos L, :
I = %dx « Integral de una funcion racional
s(x)=2x+8 « grado=1
_  2x+8
Llamamos g(x)= —— = 5 = Casol
XTHx=2 | y(x)=x“+x-2 < grado=2
Hallemos las raices del polinomio denominador #(x) = x* + x &2
_ —1+3 _
2 _ B CR L S PR PSS Lo Rl S
x“+x-2=0=> x= = = =
2 2 2 _ -1-3 _
Xy = ) = -2

El denominador #(x) = x> + x &2 tiene dos raices reales distintas (x,=1 y x,=&2)
Por tanto: #(x) = x>+ x &2 = (x&1)-(x + 2)
Descomponemos la funcion integrando de 1, :

SO 2xv8 _ A, B _A(+2) B(x-D) _A(+2)+B(x-])

gx) = H(x)  x*+x-2 x-1 x+2° «x-1 x+2 T (x-D(x+2)
Deducimos que A(x+2)+ B(x-1)=2x+8 « Buscamos Ay B
Para x=1= 34=10= A= 1) o4
> = -
g(x0) x-1 x+2

w |

Para x=-2=> -3B=4= B=-

Substituyendo en la integral:

fz—Ig(x)dx j S 5 dx 1{3()6 ) 3(x+2:|d J-3(x p ax _13(x4+2)dx_

B R R N

x+2
e Volviendo a la referencia (*) y substituyendo:

P[RS s et <A ufx 2 v

Ejercicio 147.-

2x  +x*+3x* +x-4
x*+3x%-9x+5

Hallar el conjunto de las funciones primitivas de f(x) =

Solucion:
2x  +x*+3x? +x-4
x> +3x?-9x+5

L Se trata de resolver la integral _[ f(x)dx = dx , es decir, la integral

de una funcidn racional.

L Analicemos el caso:
)= p(x) ondo p(x) = 2x0 +xt +3x2 +x -4 grado p(x)=5 = Casoll
10 T =53 + 362 - ox 45 grado q(x) = 3 |

L Efectuemos la division p(x) : g(x)
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27+ X+ 0P+ 3+ x &4 X+ 3289 + 5

&2x°& 6x* +18x°&10x> 2x*&5x + 33
&5x*+18x° & 7Tx* + x

5x*+15x°&45x* +25x
33x°&52x* + 26x & 4
&33x°&99x* +297x&165
&151x* +323x&169
L Podemos expresar:
2" + x*+3x7 +x &4 = (x’+ 3x? &9x + 5)-(2x* &5x + 33) &151x* + 323x&169
L La funcién integrando la podemos descomponer en una suma:
Py = e e exoa (x®+3x% - 9x+5)f2x? -5x +33) ~151x> +323x -169 _
x*+3x7-9x+5 x*+3x7-9x+5
_ (57 +32% - 0x+5) 27 -5x+33) L ~151x +323x-169 _
x*+3x>-9x+5 x*+3x%-9x+5
_ 532 C 5y 4334 15167 #323x-169

x’+3x>-9x+5
L La integral queda:

2x +x* +3x* +x-4 2 -151x* +323x-169
= = = - + + =
1 If(x)dx 43l -0x+5 dx J.(Zx 5x +33 4307 -9r 45 dx

_ 2 -151x* +323x-169 , _
—I(2x 5x+33)dx+ FEPEYERP de=1; + 1, (D

Debemos resolver las integrales I, e 1,:

L Resolvamos I, :
3 2
I = j(2x2 - 5x+ 33)a’x =[2x2dx - [ 5xdx +[33dx =25 -3 433x +C
L Resolvamos I, (integral de una funcioén racional):

2= x7+3x? -9x+5 1(x) grado denominador =3
Hallemos las raices del denominador. Para ello nos fijamos en sus posibles raices enteras,
las cuales estaran entre los divisores del término independiente:
Divisoresde 5={ 1, &1, 5, &5 }
Probamos con x=1 6 #1)=1"+3-1°891+5=1+3&9+5=98&9=0 6 (
Ya tenemos una raiz entera de #(x)
La division (x*+ 3x* &9x + 5) : (x &1) es exacta. La efectuamos:

_ 2 B rado numerador =2
151x” +323x-169 , :f@dx {g . Caso I

1 3 &9 5 De la division deducimos:
X+ 3x% &9x + 5= (x &1)-(x* + 4x&5)

! 1 4 &S Intentemos factorizar x> + 4x&5
1 4 &5 0
x1:7_4+6:2:1
x2+4x—520:>x:_4iW:_4i2m:_42i6: _5_6 2_10
Xy = 5 = ) = -5
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Podemos expresar x>+ 4x&5 = (x &1) - (x + 5)
En definitiva:  #(x) =x’+ 3x* &9x + 5= (x &1) - (x &1) - (x + 5)
Por tanto:

x=1 raiz doble

tH(x) = x3 +3x% -9x +5 tiene L. = Caso 1.b
x = =5 raiz simple

Expresamos la funcién integrando descompuesta en una suma:
-151x +323x-169 _ -151x> +323x-169 _ 4 4 B _AG-D(x+5)+4, (x+5) +B(x-1)’

x+3x2-9x+5 (x-1)%(x+5)  x-1 (x-1)? x+5° (x-1)% (x+5)

Deducimos que: Aj(x-1)(x+5)+ 4y (x +5) +B(x _1)2 = 215152 +323x -169 - A Ay B
Para x=1= 64, =3=> AZ:%

Para x = -5= 36B=-5559 = B= -2 - 183

36 12
_ _ _ _ 5 1853 _ _ _ 205 _41
Parax=0= -54]+54) +B=-169 > - 54 +3 - 13=-169 5 -54) = -2 > 4=
-151x%+323x-169 _ -151x2 +323x-169 _ 1 3 - 41 1 1853
Por tanto: 3 B = > =+ 3 = — + T -
x> +3x2-9x+5 (x-1)* (x+5) x=1 " (x-D* x+5  12(x-1)  2(x-1)> 12(x+5)
La integral I, quedara:
[ -151x> +323x-169 1853 1853, _
L= ) i sores & I[lz(x nt 2(x ? T12(x+3) | P .{12( dx+ J 7 dx Il2(x+5)

1853

=i+ b

x+5) +C, (M)

[ Resolvamos /3 = I@c—ll)zdx

Por cambio de variable:

r=x-1 (72 -1
2 4. _ _t _ 1 _ 1
{dt:dx J. dt = jt dt = +C3 —_71+C3——; +C3 ——T_l +C3
L Substituyendo en la referencia (**):
_ 1853
L= Llx-1- 2(x D12 5| +c

L Substltuyendo en la referencia (*) 1=1,+1,

I = J‘f(x)dx:J'ZxS+x4+3x2+x-4dx:

x> +3x%-9x+5

_2x° SL 41 _ _ 1853
= < #33x 4 Llx 1] -5y <y Lx 45 +C
L El conjunto de las primitivas pedido es:
F(x)= 2i—5%+33x+fL\ 1] —2(;_1) -3 x 45| +C




